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Let 62 denote a strictly increasing sequence of integers; for any integer n, 
define A(n) to be the number of positive elements of @’ not exceeding n. The 
upper and lower asymptotic densities of 6I are defined by 
&I! = lirnttp A(n)/n, &Z = lixntrf A(n)/n. 
We describe the set of pairs (a, &%),where g runs over all subsequences of ol, as 
being a closed convex region of the plane. The converse statement is also proved. 
I. BNONCB Du RI%S~LT.~T 
Tout au long de cet article, le terme suite dCsigne une suite strictement 
croissante d’entiers. Soit (2 une suite; x &ant un nombre rCe1 positif, 
on pose: 
A(x) = Cardja E 6Y IO < a < x}. 
On appelle den&t: usymptotique sup&rieure (resp. i@rieure) de la suite 02, 
not&e &Z (resp. da), la limite supkrieure (resp. inftkieure) de A(x)/x lorsque 
x tend vers l’infini. 
Notations. On dksigne par @(s, i) une suite cpl avec zi6Z = s et &k’ = i. 
Etant don&s une suite QZ et un nombre rkel u, 0 < u < 1, on pose 
a(,) = {n E iTI* 1 [2&4(n)] - [uA(n - l)] = l}, 
oti [x] dksigne le plus grand entier au plus Cgal B X. 
(1) 
ProbIGme. Soient une suite G@, i) et deux nombres rCels s’, i’ tels que 
0 < i’ < i et i’ 6 s’ < s. Existe-t-i1 une suite B(s’, i’) contenue dans G!? 
On ddmontrera que la rkponse est toujours affirmative dans le cas oti 
si’ < s’i. Si par contre si’ > s’i, alors s et i ne suffisent pas pour fournir 
une rtponse: l’existence de la suite ~$9 dbpend de la suite GZ. 
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Ainsi on est amen6 A ttudier, relativement h la suite Gk’, I’ensemble des 
couples (x, y) pour lesquels il existe une suite 9(x, y) contenue dans 67. 
TI&X&ME. (a) Soit 0J une suite. Posons &2? = s et @Z = i. L’ensemble 
s(m = {(ag-d22+ IW~I~~~CC} 
po&de les propri&& suivantes: 
(i) il est inch dans le trap&e fermi’ de sommets 
(0, O), (s, 01, (4 9, G, 0; 
(ii) il contient le triangle fermk de sommets 
(0, 01, (4 Oh hi>; 
(iii) il est convexe; 
(iv) il est fermt. 
! 
(b> R&proquement, &ant ahnb deux nombres rkels s, i avec 0 < i < 
s < 1, quelle que soit la partie S de W v&ifirmt (Q-o-(v) ci-akwus, ii existe une 
suite 6I avec aa = s, &Z = i, et S(G?J = S. 
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2. DEMONSTRATION DE LA PREM~ PARTIE 
La propritt6 (i) est triviale. Pour Ctablir (ii) on a besoin des deux lemmes 
ci-dessous: 
LEMME 1. Soit QI une suite. Quel que soit u dans [0, 11, onpeut trouver une 
suite B contenue dans 62 avec &@I = u iE@ et &% = u &Z. 
Dkmonstration. Dans Ie cas non trivial oti 0 < u < 1, la suite & = &,) 
definie par la relation (1) possede les proprietes voulues: elle est bien une 
sous-suite de a, on a B(n) = [u&n)], quel que soit n dans lV*, d’oh il en 
resulte que chacune des deux densites de la suite 9J est egale a la densiti 
correspondante de la suite @, multipliee par u, ce qu’il fallait demontrer. 
LEMME 2. Soient deux suites 0?,, C GZ, . On peut trouver une suite 0! avec 
Cn, C csl C f3JI et telle que aa = aal et &Z = &X0. 
Dbmonstration. Quels que soient les entiers 
0 = No < Ml < Nl < .*. < Mj < Nj < **.) 
si l’on pose 
on a cll, C @ C a1 . Ainsi on aura &J&, < dcpl et &Z? < &Z1 . On s’arrange 
pour avoir l’egalite dans les deux relations ci-dessus en choisissant chacun 
des Nj , Mj suffisamment grand par rapport aux p&c&dents, ce qui prouve 
le lemme. 
La prop&e (ii) decoule de ces deux lemmes. Soit en effet un point (s’, i’) 
tel que si’ < s’i. Posons: 
2 ; f $ 
, 
z :: 2 8' 
1 * 
Par le lemme 1, il existe des suites 3Y1 , 3$ telles que 
Gi!(s, i) 3 ~I(uIs, uJ) 3 9Y&4zuIs, uzuIi). 
D’apres le lemme 2, il existe 9(u1s, u,u,i) C B1 C 6T. 11 suffit de remarquer 
qu’on a toujours u,s = s’ et u,uli = i’. Ainsi la propriett (ii) a et& dkmontrk 
Etablissons la convexite, de S(R). Considerons deux sow-suites ab(so , iO) 
et 62&s, , ia de GT et supposons que i0 < il . On va montrer que, pour tout 
point du segment de droite (so, i,), (sl , id, il existe une sous-suite de U4 
ayant comme densites suptkieure et infkieure respectivement l’abscisse 
et l’ordonwk du point. On va distinguer deux MS: 
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(1) s, < s, . Soit u quelconque dans IO, l[, Considerons la suite 
flw = (G n K> u (ol, - WCW u @S - Gh . 
On a 
Ad@ = (1 - 4 43(n) + =4(n) + w, 
ce qui implique, d’une part, que aau < (I - 24) so + us, et && g3 
(1 - u) i,, + ui, , et, d’autre part, que aaZ, et && sont des fonctions continues 
de U, Ces proprietes de la suite 0& et la propriete (ii) deja etablie entrainent 
l’existence d’une suite a C a0 u 0& C Q! avec &% = (1 - U) s, + US, et 
&ST = (1 - 24) i. + uil . 
(2) s,, > s, . Appelons A, A, , A, les points (s, i), (so, i,), (sl , il) 
respectivement. Soit X(.x, y) un point quelconque de &Al . Le segment 
OX prolong6 coupe la ligne A&4, en un point A,(+, i2). D’aprks (I), il 
existe une suite G&(s, , iz) C GE La propriete (ii) entraine l’existence d’une 
suite g(x, y) C 13’~ C 6?, ce qui complete la demonstration de la convexitd 
de S(Q). 
a 
1 , 
i 
Montrons maintenant que S(6Y) est un ferme de R2. D’apres ce qui p&&de, 
il s’agit de demontrer que la partie suptrieure du contour de S(@‘) appartient 
a S(6T). Soit w  un nombre reel compris entre 0 et s; posons z(w) = 
sup{ y 1 (w, y) E S(GZ)}. Notons que, d’apres la convexite, z est une application 
continue; ainsi, il ne reste qu’a construire, pour chaque w  appartenant a 
IO, s[, une suite @w, z(w)) contenue dans la suite a. 
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LEMME 3. Soient une suite IS! avec &I > 0 et un nombre Gel w appurtenant 
A ]o,aa[. 
(a) La suite 9? dkjinie par re’currence par la relation 
.~==~n{n~N*[B(n- I)+ 1 <wn> 
est la seule suite ve’rl$ant les trois conditions ci-dessous: 
(B.l) gC& 
(B.2) B(n) < wn, pour tout n E N*; 
(B.3) Si 9* est une suite vPr$ant (B.l) et (B-2), alors B*(n) < B(n), 
pour tout n E N*. 
(b) On a en outre a?8 = w et, si V C 0I avec a% = w, alors &? < &A%. 
Dkmonstration. La demonstration de (a) ne prtsente pas de difficultl! et 
done on passe directement a (b). La condition (B.2) implique que aa f w. 
Si a99 < w, on en dtduit facilement l’existence dune suite .5& verifiant 
(B.l) et (B.2) et avec B,(n) > B(n) pour au moins un entier positif n, ce qui 
contredit a (B.3). Done &Y = w. 
Soit une sous-suite % de a avec a% = w. Pour montrer que fl < &Y, il 
suffit de majorer la difference C(n) n-l - B(n) n-l par une quantite qui tend 
vers zero, lorsque n tend vers l’infini. Pour n assez grand, appelons m = m(n) 
le plus grand entier qui est inferieur ou Cgal a n et qui verifie B(m - 1) + 
1 > wm. En particulier, m n’appartient pas a 9Y. On aura 
B(n) = B(m) + B(m, n) = B(m - 1) + A(m, n), . 
oti B(m, n) designe le nombre des elements b de la suite 9? tels que m < b < n. 
11 en suit que 
n-‘(C(n) - B(n)) = n-‘(C(m) + C(m, n) - B(m - 1) - A(m, n)) 
< m-‘(C(m) - B(m - 1)) < w  + o(1) - w  + m-l. 
Cette dernibre quantite tend bien vers zero, quand m (ou n) tend vers l’infini. 
Ainsi s’achbvent la demonstration du lemme et celle de la premiere partie 
du theoreme. 
3. DEMONSTRATION DE LA DEUX&ME PARTIE 
La mtthode utiliste ici consiste a remplacer les suites d’entiers par des 
applications. Ainsi, dam le lemme suivant, a une suite GT, on fait correspondre 
une application T continue definie sur l’intervalle [ 1, + co[ telle que T(X) 
suive de pres A(x). Puis, dans le lemme 5, on d&nit une application qui 
correspond a la sous-suite 99 de a construite dans le lemme 3. 
641/10/2-q 
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LEMME 4. (a) A chaque suite Ul on peut associer une application 7 telle 
we 
(7.1) 7: [I, +a[ + IT!, avec lim,,, T(X) = 03, 
(7.2) 0 < T(X + h) - T(X) < h, pour tout x > 1 et h 2 0, 
qui vt+$e la proprid& 
(P) A(x) - T(X) = O(1). 
(b) Rtkiproquement, d chaque application T  SatiSfaiSant d (~.I,74 
on part associer une suite aC v&ijiant (P). 
(c) La relation (P) entrabze que 
D&monstration. (a)PourxE[n,n+ l[, nEN*, on dkfinit: 
T(X) = I 
44 si n + 1 4 aC, 
A(n) + x - n si n + 1 E Oz. 
(b) La suite 6? d6fiuie par rkurrence par la relation 
LY = {n E N * 1 A(n - 1) + 1 < tin)} 
a bien les propri6tCs voulues. 
(c) Clair. 
LEMMA! 5. Soit T  une application v&iJiant (T. 1, 7.2) du lemme pr&tVent. 
Supposons que 
lit+s,up T(X)/X = t > 0 et que ~(1) = t. 
Soit un nombre r&e1 w  appartenant h i’intervalle ouvert JO, t[. 
(a) Ii existe une seule application u &jinie sur [I, + co [ d valeurs alms Iw, 
vdrifiant 
(U.1) U( 1) < T(1) et 0 < 0(X2) - U(Xl) =$ 7(X$) - 7(X&, pour 
tout 1 < x, < x, ; 
(0.2) u(x) d wx, pour tout x > 1; 
(~7.3) si 0 *: [l, +a$ -+ aB+ satisfait 6 (0.1) et h (a.2), alors 
“*(xl d 44 pour tout x > 1. 
(b) Soit a la suite associ~e d I’appliCatiOn T  ak?ls le lemme 4. Relative- 
ment h ad et h w, consia?&ons la suite a construite dans Ie lemme 3. On a 
B(x) - u(x) = O(1). II en r&de que aa = lim sup,,, u(x)/x = w  et 
que g%49 = lim inf,,, 0(x)/x. 
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Dbmonstration. Remarquons que les conditions (0.1, 0.2, a.3) ne font 
que traduire en Iangage “continu” les conditions (B.l, B.2, B.3) du lemme 3 
respectivement. 
(a) L’application D &ant unique par (0.3), is stit den construire une. 
Pour x0 >, 1, posons 
E(x,) = {x 3 x0 1 pour tout x’ E [x, , x], 7(x’) - 7(x,) G w(x’ - x0)}. 
E(x,) est un intervalle ferme [x0, c(x,)], tventuellement r&M en un seul 
point. 11 faut noter que c(x,,) < co, puisque w  a et6 choisi strictement plus 
petit que t. De plus, si c = c(x,), on a 
T(C) - T(XJ = w(c - x0). (2) 
Remarquons que si x < x0 et si x,, appartient a E(x), alors tout l’intervalle 
&x0) est contenu dans E(x), Cette propriM permet de d&ir le plus grand 
intervalle de la forme E(a) qui contient x,, . Posons d’abord, pour x0 3 1, 
a(xo) = inf{l < x < x0 1 x0 E E(x)) 
et puis 
Z(x,) = E(4xo)). 
Les intervalles Z(x,), d&inis pour tout x0 3 1, sont deux a deux disjoints. 
Ceci est essentiellement du a la transitivite de la relation 
(R) 7(X’) - 7(X) < W(X’ - X); 
si x’ > x et XI > x’ vtrifient (R), alors x”, x la verifient egalement. 
Ainsi on est en mesure de defmir l’application a: pour x > 1, on pose 
u(x) = a(x) w  + T(X) - 7(a(x)). (3) 
Remarquons que si Z(x) = [a, c], alors (3) donne u(a) = aw et u(c) = cw, la 
derniere egalitd &ant due a la relation (2). 
Nous la&sons au lecteur le soin de constater que l’application u ci-dessus 
vcrifie les conditions (0.1, u.2, u.3). 
(b) On va montrer que, quand n E N*, on a 
B(n) - u(n) = O(1). 
On minore B(n) - o(n) en passant par le plus grand entier m = m(n), 
inferieur ou Bgal a n, qui appartient a Cn mais non a 9. D’apres le lemme 3, 
m verifie la relation B(m - 1) + 1 > wm. On a 
B(n) = B(m - 1) + A(n) - A(m) >, wm - 1 + A(n) - A(m) 
et 
- u(n) 3 -u(m) - T(n) + T(m) Z - wm - I + T(m). 
184 GEORGE!3 GREKOS 
D’apres la demonstration du lemme 4, il en r&.&e que, quel que soit x 
rdel 31, on a ) A(x) - T(x)[ < 2. En tenant compte de cette propriM on 
en deduit que B(n) - u(n) > -5. 
Pour majorer la difference B(n) - cr(n), posons a = a(n), comme on I’a 
fait dans la demonstration de la premiere partie du lemme. On a 
B(n) = B([al) + B(n) - B&l> < aw + A(n) - A(a) + 2. _ 
I1 suffit de remarquer que 
u(n) = aw + 7(n) - T(U), 
pour en deduire que B(n) - a(n) < 6, ce qui complete la preuve du lemme. 
On passe maintenant a la demonstration de la deuxieme partie du theoreme. 
On pro&de par &apes. 
3.1. Prtfliminares 
Soient deux nombres reels 0 < i < s < 1. Le theoreme &ant trivial si 
i = 0 ou si i = s, on va supposer que 0 < i < s < 1. Soit S une partie 
de R2 verifiant (i)-(iv). A chaque w  appartenant a [0, s] associons 
44 = maXi Y I (w, u) E 9. 
L’application z: [0, s] + [0, i] est concave. On va definir une application T 
satisfaisant aux conditions (7.1, 7.2) du lemme 4 avec 
lirn+%up +)/a~ = s, lir$nf +)/x = i, 
et telle que, si 0 < w  < s et si (T designe l’application correspondante a T 
et a w  construite dans le lemme 5, alors on ait 
liF+$f u(x)/X = Z(w). (5) 
3.2. Construction de I’application r 
Supposons que, pour un nombre reel a 3. I, le rapport +)/a soit proche 
de s. Plus prtkisement on suppose que 
’ T(G) = us, sis < 1, 
a >, T(U) z a(1 - E) avec 6 positif don&, si s = 1. 
Soit u un nombre reel >I, qui servira par la suite pour designer le rapport 
x/a avec x > a. A u on associe un nombre reel w  de l’intervalle [0, s] de la 
facon suivante: on pose 
W(U) = min(w E [0, s] I z’~(w) < u-l < z’,(w)}, (6) 
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oti z’~(w) et z’,(w) designent les dCrivCes a gauche et a droite respectivement 
de l’application z au point w. Les deux d&iv& laterales existent pour tout 
w  E IO, s[, decroissent en fonction de w  et on a toujours 0 < z’~(w) < 
z:(w) < 1, a cause de la concavitt de z [3, pp. 46-471. 
Appelons s,, = min{w E [0, s] 1 z(w) = i}. 11 est clair que 0 < s0 < S. 
Notons que les deux derivtes laterales z’,(w) et z’~(w) sont positives pour 
0 < w  < s0 et (si s0 < s) Cgales a zero pour s, < w  < s. 
Soit b un nombre reel, b > a. Pour x appartenant a ]a, b], on definit 
T(X) = T(U) + xz(w) - uw, (7) 
oti on a post w  = w(xu-l). Remarquer que, quelque soit b, on a T(b) < bs. 
En effet, il suffit de remarquer que si w1 = w(ba-l), alors on a 
d’ou on obtient facilement la relation souhaitee. 
Definissons le nombre reel a’ > b de la man&e suivante: pour x appar- 
tenant 8. lb, a’] on definit 
T(X) = T(b) + x - b, (8) 
et on veut que le rapport +‘)/a soit de nouveau proche de S; plus precisement 
on prend un a’ tel que: 
T(U’) = a’s, sis < 1, 
T(a’) 3 (1 - 6’) a’ avec E’ positif don&, si s = 1. 
On va continuer de la m&me man&e pour x > a’. Mais, afin de reproduire 
toute la courbe z, il faut que le rapport b/a augmente indefinement. Voici 
done la definition complete de l’application 7. 
Soit (KL,~,... une suite de nombres reels strictement croissante de limite 
infinie avec u1 > 1. Seulement dans le cas ou s = 1, donnons-nous de plus 
une suite (GJ,=~,~,... de nombres reels strictement decroissante de limite nulle. 
Effectuons la construction precedente avec a = a, = 1, b = alul et, Cven- 
tuellement, E = Ed, E’ = Ed. Posons a2 = a’. On recommence la mCme 
construction avec a = a2, b = a2u2 et, tventuellement E = e2 , E’ = +, . 
On pose a3 = a’. Et ainsi de suite. On va poser bi = aiui . 
3.3. Dtfmontrer que T  posstde les proprie’tks vouiues 
I1 s’agit de verifier les proprietes Cnonctes plus haut dans 3.1. 
3.3.1. T  v&zjie (T. 1, 7.2). La condition (T. 1) est valable par definition de 7. 
En ce qui concerne (T.2), il suffit de la verifier quand x et x + h appartiennent 
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a un intervalle du type [ai, bi]; car, sinon, on passe par les points a et b 
intermediaires. Ceci dit que, si ai < x < x + h < bi , alors on montrera que 
0 <7(x+/z)-T(X) <IL 
D’apres (7) et en posant 
24 = xa;l, Au = ha;‘, w  = w(u), w  + Aw = w(u + Au), 
on se ramene a montrer que 
0 < (u + Au) z(w + Aw) - Aw - u.z(w) < Au. 
Cette relation est triviale, si dw = 0; sinon, elle dtcoule des inegalitts 
suivantes dues a la d&nition (6) de w  et A la concavite de z: 
1 
u + Au < z’p(w + Awl < 
z(w + Awl - z(w) < zI (w) 
Aw . d 
< A 
‘u’ (9) 
3.3.2. T vt+ljie les relations (4). La premiere de ces relations est une 
consequence immediate de la definition de T. Montrons la deuxieme. Les x 
dans les intervalles lb, a’] n’interviennent pas dans le calcul de la limite 
inferieure car pour chaque tel x on a T(b) b-l < T(X) x-l. Ecrivons (7) sous 
la forme: 
‘6) 
- = z(w) + 
T(U) U-l - W 
X xa-l * 
Montrons d’abord que 
liy+rrf T(X) x-l > i. (10) 
Puisque T(U) 0-l tend vers S, lorsque a E (aI, a, ,...), il suffit de montrer que 
oh on a pod u = xa-I. Ceci est evident quand w  = S; sinon, il resulte du 
fait que 
Pour Btablir l’egalit6 voulue, il suffit de montrer que 
f+? T(U,U,)/U,U, = i. (11) 
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Mais 
Le dernier terme tend vers z&o, puisque U, augmente ind&Tiniment avec n. 
Par ailleurs, lorsque ZJ tend vers l’infini, d’aprks (6) w  = w(u) tend vers s0 
et done z(w) tend vers z&J = i, ce qui dCmontre (11). 
3.3.3. T vkrifie la relation (5). Soit en effet un nombre reel w,, , 0 < w0 < S. 
Relativement SI T et B wO, considtrons l’application u dkfinie dans le lemme 5. 
On montrera que 
liy+inf u(x)/x = z(wJ. (12) 
Pour traiter l’application u on aura besoin de la propriBt& suivante. 
LEMME 6. Consid&ons l’application T  dt!jinie dans 3.2. Quel que soit 
l’entier i > 1, la restriction de T  sur [Ui , ai+I] est convexe. 
Dkmonstration. Montrons d’abord la convex&C de la restriction de 7 
sur [ai , bi], intervalle sur lequel 7 est dtfinie par la relation (7). Dire que 7 
est convexe sur [ui , bJ, ceci Cquivaut B montrer que 
A = (X2 - Xl> T(X3) + (x3 - X& ‘(XI) + (x1 - x3) T(X2> > 0, (13) 
quels que soient x1 , x a, x, dans [ai, ZQ]. Pour fixer les idles, supposons que 
ai < x1 < x2 < xg < bi . En tenant compte de (7) et en posant 
Uj = Xj/Ui , wj = W(Uj), zj = Z(Wj), 
la relation (13) devient 
A = (u2 - UlXU3Z3 - w3) + (u3 - U2)(%Zl - Wl) + (Ul 
Or pour cela il suffit de dkmontrer que 
u3z3 - WQ - u,z, 3 w2 
et que 
Wl - Wl - UlZ, > w2 ; 
j = 1,2, 3, 
- %)(U& - WJ >, 0. 
(14) 
(15) 
(16) 
car, en effet, si on remplace dans A suivant les relations (15) et (16), on trouve 
exactement z&o. Etablissons la relation (15), et puis (16) se dhmontre de la 
m&me man&e. La relation (15) s’krit 
w3 - w2 G us@3 - z2), (17) 
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et ceci (Ctant trivial si w2 = w3) est une condquence de (6): 
$ < z’g(w.J < =c3 - z2 . 
Y3 - w2 
Ainsi on vient de dkmontrer la convexitC de T quand x appartient h [a<, bJ. 
Pour x appartenant ?i lb,, ai+,], on a T(X) = T(&) + x - bi . II s’en suit 
qu’on a la convexit& de 7 sur tout I’intervalle [uat , ai+,] si on montre que, 
quels que soient x1, x, avec ai < x1 < x2 < bi , on a 
aJ - ti%) ( 1 
x2 - Xl 
Avec les notations prCct5dentes on se ramhe h montrer que: 
24.2, - Iv2 - u,z, + Wl < 242 - 24, . (18) 
Comme on I’a fait pour (17), mais en passant par la d6rivCe h droite au point 
w, cette fois-ci, on obtient: 
w2 - Wl 3 u1(=2 - =1>. 
11 en r6sulte que le premier membre de (18) est infhieur ou Cgal h ~~(2.4~ - ul) 
qui, hi, est infkrieur & 24, - 24, , ce qui complkte la dtmonstration du lemme. 
Maintenant nous sommes en mesure d’&ablir (12). 
Une conskquence importante du lemme prh5dent est que, &ant donnk un 
nombre rCe1 x 2 1, le nombre a(x) qui figure p.e. dans la relation (3) est 
&gal soit h x hi-mtme soit au plus grand des {ai} qui est infkrieur k x. En 
reprenant les notations de la dkmonstration du lemme 5, soit I = [ui , ci]. 
Remarquons de plus que, B cause de (8), les nombres rkels x appartenant g 
des intervalles ]bi , ai+& i E N *, n’ont d’incidence sur la limite infkrieure 
de 0(x)/x. Ainsi seuls les x tels que ai < x < min(bi , ci) vont intervenir 
dans le calcul de la dite limite et, pour de tels x, d’aprh (3) et (7), on a 
u(x) = a,w, + xz(w) - c&w, 
oh on a posC w  = w(xa;‘). La relation pr&dente skrit 
“(4 
- = z(w) + 7 
X 
avec 2.4 = xa;‘. 
Montrons d’abord que lim SUP~+~ “(x)/x > z(H+,). Pour cela il suffit de 
montrer que 
z(w) + v 2 z(w(J. 
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Or ceci decoule immediatement du fait que, pour w1 < w  < w2 , on a: 
11 suffit de prendre soit w1 = w,, , si w,, < w, soit w2 = w,, , si w,, > w. 
Pour ttablir l’egalitt (12), montrons que la quantite z(w) + (w, - w) u-l 
atteint la valeur z(wO). Distinguons plusieurs cas: 
(a) z’~(wJ -=c z’,(w,); soit un nombre reel u,, tel que z’~(wJ < u;’ < 
z’,(wo). On a w&J = wO. Le nombre u0 est atteint a des valeurs de x qui 
tendent vers l’infini et done (12) est valable. 
(b) z’,(w,,) = z’,(w& = 0; on est dans le cas ou w,, E [s, , S] et done 
z(w,,) = i. 11 suffit de considtrer les valeurs x = aiui lorsque i tend vers 
l’infini et de remarquer que w  tend vers s,, , done z(w) tend vers i, tandis que 
le terme (w, - w) u-l tend vers zero. 
(c) z’~(w& = z’,(w,) > 0; posons u,, = (z’(w,))-l et distinguons deux 
cas : 
(CA) w(uJ = wg ; on a bien z(w) + (w, - w) u-l = z(wJ chaque 
fois que x = aiuO , i assez grand. 
WI w(uo) < wo ; on est dans le cas ou z’(w) = u;l pour tout w  
appartenant a l’intervalle ]w(uo), wo[. 11 s’en suit que, pour w  E [w(u,), w,], 
on a 
z(wo) - z(w) -1 
wo - w 
= uo 7 
d’ou on obtient I’CgalitC souhaitte. 
Ainsi le theortme est demontre. 
4. QUELQUES COMPLJ~MENTS 
4.1. Etant donnee une suite Q?, un thtoreme “dual” est valable pour 
l’ensemble 
La dualite est due au fait que 
T(@)=((l -y,l -x)E[W21(X,y)ES(~*--)). 
,S(@) et T(m) sont completement indtpendants. S(a) depend de la maniere 
dont la quantite A(n)/n varie de s = &J? vers i = &T, tandis que T(Q) 
depend de la facon dont A(n)/n varie de i vers S. Plus precidment, si, au 
I90 GEORGES GREKOS 
lieu de definir T(X), x E ]bi , aj+J, par la relation (8), on utilisait une relation 
analogue a (7), on pourrait s’arranger pour que T(a) soit, lui-aussi, Cgal 
a une partie don&e T de R2, convexe, fermee, contenant les points (s, i), 
(1, i), (1, 1) et incluse dans le trapeze de sommets (s, i), (1, i), (1, 1), (s, s). 
4.2. Le th&oreme reste valable si on remplace les densit& asymp- 
totiques d’une suite 6?! par les densites logarithmiques: 
la lim sup et la lim inf de 
& ;:,f* 
l=S=G 
D’une man&e plus gt%rale, soitfune fonction “de poids” definie sur N * 
a valeurs reelles non negatives telle que 
et 
*im f(n) + ‘j”_;’ If(j) - f(j + *)I = 0 
n-m ~;=,fCi) 
On d&init les densitks asymptotiques gbx!ralisPs (cf., p. e., [I]) d’une suite B 
comme les limites inferieure et supkrieure, lorsque n tend vers l’infini, de 
Le theoreme reste valable dans le cadre de cette densite-ci. 
4.3. La propriett etablie ici est aussi valide pour des densites definies 
sur des ensembles autres que les suites: familles de parties finies de N* 
(cf. [2] pour la definition des densites), parties infinies de (N *)Ic. 
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